Boliim 3: Vektorler
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1- Neden vektorlere ihtiya¢ duyariz?
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Sunus

Fizikte yaygin olarak hem sayisal hem de yon Ozelligine sahip olan fiziksel niceliklerle
calisma gereksinimi duyariz. Ornegin hiz, ivme, kuvvet vs. gibi. Bu fiziksel niceliklerin
say1sal degerlerinin yaninda yon 6zellikleri de vardir ve bu yon 6zelliklerini bu niceliklerle
yapilacak islemlere de yansitilmasi gerekir. Ornegin iki hiz niceligini toplamanz veya
cikarmamiz gerektigi zaman sadece bu niceliklerin biiyiikliiklerini dikkate aldigimiz zaman
hatali bir islem yapmis oluruz ¢ilinkii hizlarinin yonii de toplama isleminde en az hizlarinin
biiyiikliigii kadar onemlidir. Ornegin hiz1 5 m/s olan bir tren iistiinde hiz1 3 m/s olan bir aracin
hizin1 skaler olarak toplarsak 8 m/s veya 2 m/s gibi bir hiz elde ederiz, oysa ki ara¢ ne tam
trenle ayni ne de ters yonde hareket etmiyor ise hizi1 2 ile 8 m/s arasindaki her deger olabilir.

Bu bélimde once yaygin olarak kullanilan koordinat sistemlerini, vektorel ve skaler
niceliklerin tanimlarini, vektorlerin baz1 6zelliklerini ve son olarak da birim vektorleri ve
herhangi bir vektoriin birim vektorler cinsinden nasil ifade edilebilecegini gorecegiz.

3-1 Koordinat Sistemleri

Bir cismin konumunu tamimlamak i¢in bir ydnteme gereksinim duyariz. Bu konum
tanimlamasi koordinat kullanimi ile saglanir. Ornegin gecen dersimizde bir dogru boyunca
hareket eden bir cismin konumunu belirlemek i¢in tek bir eksen kullandik (x-ekseni) ve
cismin konumunu bu dogru iizerindeki sadece bir sayi ile tanimlanmasimin yeterli oldugunu
ogrendik. Eger cisim bir dogru boyunca degil de bir diizlemde hareket ediyor ise tek bir
eksen ile cismin konumunu belirleyemeyecegimiz agiktir. Bunun i¢in ikinci bir eksen
takimina daha ihtiyacimiz vardir. Eger cisim bir hacim igersinde hareket ediyor ise en az {i¢
eksen takimi ile cismin uzaydaki konumunu kesin olarak belirlememiz gerekecektir.

Iki boyuttaki hareketi tanimlamak igin birbirine dik olan iki eksen takimi tanimlayacagiz ve
bu eksenlerin kesistigi noktay1 baslangic noktasi olarak (orijin) alacagiz. Eksenlerden yatay
olam1 x, diisey olanm1 y ekseni ile isimlendirecegiz. Bu tiir koordinat sistemine Kartezyen
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Koordinat Sistemi veya Dik Koordinat Sistemi denir. Bu koordinat sisteminde diizlemdeki
herhangi bir nokta (x,y) sayi ¢ifti ile ifade edilebilir. Boylelikle diizlem {izerindeki her noktay1
sadece iki say1 ile karigikliga meydan vermeden temsil edebiliriz.
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Dik koordinat sisteminin yanisira, diizlemdeki bir noktay1 temsil etmek i¢in baska koordinat
sistemleri de kullanilmaktadir. Bazen diizlemdeki bir noktay:1 belirlemek i¢in bu noktay1
baslangi¢ noktasina birlestiren bir dogru (r) ve bu dogrunun yatay eksenle (+x) arasindaki
aciy1 (0) vererek de yapabiliriz. Bu sekilde tanimlanan koordinat sistemine Kutupsal (Polar)
Koordinat Sistemi denir. Kutupsal koordinat sistemi bazi hareketli cisimlerin konumlarini
belirlemede dik koordinatlara gére daha pratik olabilir. Ornegin diizlem iizerinde dairesel
hareket yapan bir cismin hareketini kutupsal koordinatlar cinsinden vermek oldukg¢a faydalidir
clinkii dairesel hareket yapan bir cismin yarigap1 degismeyeceginden konumunu iki degisken
yerine (r,0) sadece 0 agisi ile belirlemek miimkiindiir.

Ty

Kutupsal koordinatlarda konumu belirleyen r ve 0 sayi ciftlerinden r, baslangi¢c noktasini (0,0)
cismin konumuna birlestiren dogrunun uzunlugu, 0 agis1 ise +x ekseninden saat yoniiniin tersi
yonde Olgiilen degerdir.

, (x,y)=(r, 6)
Dik ve Kutupsal Koordinat Sistemleri Arasindaki Iligki:

Diizlem {iizerindeki bir noktanin kutupsal koordinatlardaki konumu (r, 6) biliniyor ise dik
koordinat degerlerini (x,y) asagidaki sekilde bulabiliriz;

r’nin x- ve y-ekseni tizerindeki izdiisiimlerinde 1 +y
B e y=r SINO [y
X=TICOS r
y=rsin0 -x « 6 | L +x
0
X=r c0s0
vy - y

Benzersekilde dik koordinat degerleri (x,y) biliniyor ise kutupsal koordinat degerleri (r, 0)
bulunabilir;
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r=ax’ 4y’
Yy

tand=2 =  @=arctan(X) = tan' ()
X X

Ornek 3.1  Bir noktamin xy diizlemindeki kartezyen koordinatlart (x,y)=(-3.5 ,-2,5) m dir.
Bu noktanmin kutupsal koordinatlarini bulunuz.

Coziim: +y
=x” + > =/(=3.5m)*> +(-2.5m)> =43
s B f\ r \/x +y \/( m)” +( m) m
X < » T X
(r, 0)=2 5 | Y ang=2 =22 _0714 9=216°
d 7 :2};5'“ x —-35m
(%,y)=~(-3.5m, -2.5m) (r,0)=(4.3, 216°) oldugu bulunur.

3-2 Vektor ve Skaler Nicelikler

Vektorler normal sayilar olmadigi igin bu béliimde vektorlerin adi sayilardan farkli oldugunu
ve bazi 6zelliklerini gorecegiz.

Vektorel ve skaler nicelikleri tanimlarsak:

Vektor: Hem sayisal (buytiklik) hem de yon 6zelligine sahip olan fiziksel nicelik.
Ornegin yer degistirme, hiz, ivme, momentum.

Skaler: Tek bir sayi ile belirtilebilen ve yonii olmayan fiziksel nicelik. Ornegin kiitle,
sicaklik, siirat gibi fiziksel nicelikler sadece bir say1 (ve tabi uygun bir birim
ile) ile tarif edilebildikleri i¢in skaler niceliklerdir.

Vektorlerin Gosterimi:

Vektorel nicelikler, 6rnegin A vektorii gibi, koyu gosterimle A veya iizerinde ok ile A
gosterilir.  Bir vektoriin bilyiikligi | A| olarak gosterilir. Ornegin v hiz vektdriiniin
biiytikliigii yani siirati | v | seklinde gosterilir. Biz bu gdsterimlerden vektdrel nicelikleri koyu
harflerle yazarak ifade edecegiz.

3-3 Vektorlerin Bazi Ozellikleri

Vektorler normal sayilar olmadigi i¢in bu boélimde vektorel nicelikler ile bildigimiz bazi
aritmetik islemlerin nasil yapilacagini gérecegiz.

a) Iki Vektoriin Esitligi:

Eger A ve B gibi iki vektor ayn biiyiikliige ve ayni yon ve dogrultuya sahip ise bu iki vektor
esit denir Yani;
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i) iki vektériin biiyiikliikleri:
|A|=|B] esit ise

ii) Iki vektor paralel dogrular boyunca ayn1 yonii gosteriyorsa A / B
Bu iki vektoriin esit oldugunu A=B soyleriz.
b) Vektorlerin Toplanmasi:

Vektorlerin toplanma kurallari, geometrik yontemlere uygun olarak tanimlanir.

R=A+B R bileske vektor= A+B
i R vektdriiniin bityiikligi [R|=(A[+B[*)">

A

Vektorlerin geometrik olarak yapilan bu toplama islemini, vektdrleri birim vektorler cinsinden
ifade ettikten sonra nasil daha kolay bir sekilde yapilabilecegini gorecegiz.

Ornek 3.2 3 metre doguya dogru daha sonra 4 metre kuzeye dogru yiiridigiimiizii
diistinelim.  Son konumumuzun baslangi¢c noktasina gore belirleyen vektor

nedir?
Coziim:
A=3m dogu
B=4m kuzey B=4m kuzey
R=A+B R=A+B
|RI=AIAP +[ B =y(4m)* +(@3m)* =5m
A=3m dogu
ano=B1_3m_ 133 g_s3
| A| 3m

IR|=5m, 6=53° oldugu bulunur.

Vektor toplaminin degisme 6zelligi vardir:

A+B=B+A
c) Vektorlerin Cikarilmasu:

A B R bileske vektor= A-B=A+(-B)

R kt v e . klv Rl= A2+B2 12
R=A+(-B)\\ ‘/'B vektoriiniin bliytikligi [R|=(|A|+|B|")
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d) Bir Vektoriin bir Skaler ile Carpilmasi:

Bir A vektoriinii skaler (k) bir say1 ile carparsak (bodlersek) yeni olusacak B vektoriiniin
dogrultusu A ile ayni olacak, yonii ise k skaler sayisinin isaretine (pozitif veya negatif olusuna
gore) bagl olacaktir. Biiylikliigii ise k skaler sayisi kadar degisecektir.

B=kA |BI=(KA[*)"*=k/A|

Grafiksel olarak gosterirsek:
Diyelim ki elimizde bir A vektorii var. Bu vektorii k=3 gibi skaler bir say1 ile
carparsak

— A

k=3 B=kA => B=3A

»
»

A A A

\4

» B=3A
B vektorii A ile ayni1 yonlii olup biiyiikliigii A’nin 3 katidir.
e) Vektorlerin Carpimi:

Vektorleri iki sekilde birbirleri ile carpabiliriz. Bu carpimlar Skaler Carpimi ve Vektorel
Carpimy’ dir.

i) Skaler Carpim
A ve B vektorlerinin skaler ¢arpimi
A.B=|A|.|B|cos6=C seklinde tanimlanir.
Skaler carpimda, vektorlerden birinin digeri lizerindeki izdiistimii almarak (iki vektoriin

aym yondeki bilesenleri isleme almarak) carpma islemi yapilir. iki vektdriin skaler
carpiminin sonucu bir skaler sayidir. Burada 0, A ve B vektorleri arasindaki agidir.

A.B=(Ac0s0).B=|A|.|B|cosf=C

|A|CosO

ii) Vektorel Carpim
A ve B vektorlerinin vektdrel garpimi

AxB=C seklinde tanimlanir.
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Vektorel garpimda, vektorlerden biri ile digerinin dik bileseni alinarak (iki vektor birbirine
dik bilesenleri isleme alinarak) carpma islemi yapilir. Iki vektdr birbirine gére dik
oldugundan vektorel ¢carpiminin sonucu yine bir vektordiir. Burda 6, A ve B vektorleri
arasindaki agidir.

C vektoriniin biiytkligi

|AXB|=|C|=(|A|sin6)|B|=|A|.|B|sin® ASino A

Yonii ise A ve B vektorlerinin olusturdugu diizleme diktir. > B

Bu iki ¢arpima 6rnekler skaler ¢arpim igin Boliim 7°de, vektorel carpim igin ise Boliim 10°da
ayrintili olarak verilecektir.

) Vektorlerin Béliimii:

Diger vektorel islemlerin aksine iki vektorii birbirlerine bélemeyiz! Bunun sebebi vektorlerin
sahip oldugu yon 6zelligini bolme islemine yansitamayisimizdandir. Yani vektorel bolme
tanimsizdir!

3-4 Bir Vektoriin Bilesenleri ve Birim Vektorler

Vektorleri geometrik olarak toplamak veya diger vektorel islemleri, cok hassas sonuglar elde
edilmek istendiginde ve ii¢ boyutlu problemlerde yeterli degildir ve fazlaca pratik degildir.
Bu kesimde, bu tiir vektorel islemleri dik koordinat sisteminde eksenler boyunca
tanimlayacagimiz birim vektorleri kullanarak nasil daha pratik bir sekilde yapilabilecegini
gorecegiz.

Vektorleri Bilesenlerine Aywrma:
Bir A vektorii dik koordinat sisteminde bilesenlerine asagidaki sekilde goriildiigii gibi

ayrilabilir. Bu A vektoriiniin her eksen iizerindeki izdiisiimlerine bu vektoriin bilegenleri
denir.

Ty
Ay S A A
Ay
-X
- 0 > >» +X 0
AX AX

-V v

A vektoriinii Ay ve Ay bilesen vektorlerinin toplami seklinde ifade edebiliriz.
A=A +A,

Ay : A vektOriiniin x-ekseni boyunca iz diigimii ~ |Ay|=|A|cosO
Ay : A vektoriiniin y-ekseni boyunca iz diisimii ~ |Ay|=|A|sin®
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Bilesenler cinsinden A vektoriiniin biiytikligi | A=Al 4, | +] B, ?

A, A,
ve +x ekseni ile yaptigi ac1 0= arctan(B—y) = tan ' (B—y) seklinde ifade edilebilir.

X

Birim Vektorler:

Herhangi bir vektor birim vektorler cinsinden ifade edilir. Bunun icin uzayda belli 6zel
dogrultular1 gésteren birim vektorler tanimlamamiz gerekecektir. Birim vektorii tanimlarsak;

Birim Vektor: Biiyukligi bir birim olan, yonii 6zel bir dogrultu boyunca segilen (x, y gibi),
boyutsuz bir vektordiir.

Birim vektorler diizlemde veya uzayda sabit bir yonii belirtmede kullanilirlar, baska bir
fiziksel anlamlar1 yoktur. Dik koordinat sisteminde birim vektorler asagidaki sekilde
tanimlanabilir.

Ty

—>
_|_
>

x-ekseni boyunca tanimlayacagimiz birim vektor= i
y-ekseni boyunca tanimlayacagimiz birim vektor= j

Bu birim vektdrlerin biiyikliikleri esittir [i|=[j|=1,

Yonleriise; 1: +x yOniinde; -i: -x yoniinde
j: ty yoniinde; -j: -y yoniinde

Bu birim vektorler yardimi ile xy diizlemindeki icersindeki herhangi bir vektorii, 6rnegin A
vektoriinii, bu birim vektorler cinsinden ifade edebiliriz.

A + y

Ax: A vektorinin x
ekseni {izerindeki

Ay A iz diisiimii

Ay: A vektoriiniin y
ekseni iizerindeki
iz diistimii

j

0|1 A,

A=AFA=AGHA§
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Bu sayede herhangi bir vektorii bilesenleri cinsinden ifade edip, daha once yaptigimiz
vektorel islemleri geometrik olarak degil de vektorlerin bilesenler ile kolayca yapabiliriz.

Ornegin daha 6nce geometrik olarak yaptigimz iki vektoriin toplama islemini gdz oniine
alalim. A ve B vektorlerini birim vektorler cinsinden ifade edersek:

A==Ai+A]
B==B,i+B,j
seklinde yazariz.
Bu iki vektoriin toplama:
R=A+B=(Ai+Aj)+(B,i+B,j)=(AByit+(Ay:By)j=R,i+R,j

2 Yy
R, R Toplam vektoriin biiytikliigii:

B g B, |RI=\[R2+R? = [(4, +B,)* +(4, +B,)’

/' A +x ekseni ile yaptig1 act:
R, A, +B,

> +X tan@ = X = = bulunur.
Bx 0 |1 Re A R, A +B,

X

A

Goriildigi gibi kag tane vektor olursa olsun bu vektorleri birim vektorler cinsinden ifade
ederek gerekli islemleri her bir eksen {izerinden yapip sonug (bileske) vektoriin bilesenlerini
bulabiliriz.

Ornek 3.3  xy diizleminde yer alan ve A=2i+2j m ve B=2i-4f m ile verilen A ve B
vektorlerinin toplamini bulunuz.

Coziim:
A=2i+2fm A.=2m, A,=2m
B=2i-4fm B.=2m, B,=-4m

A + y
5 . A R=A+B=(2i+2j)+ (2i-4j)= (2+2)i+(2-4)f m
(] 12 4 .. R=(@iH2jm =>R=4m R=2m
9: 3330\ E IR: (2;011’1)1/2
2 — ReAsB | REIR P +IR, P = (4m)* +(=2m)> =20m
A B IR, |
v tan = — =ﬂ=—o,5 0 = tan "' (=0,5) = 6 = 333°
IR, | 4m
IRI=(20)"* m, 6=333° oldugu bulunur.
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Ug boyuttaki hareketi tanimlamak igin iigiincii bir eksene (z-ekseni) ihtiya¢ duyariz. z ekseni

boyunca tanimlayacagimiz birim vektorii ise k ile gosteririz. Buna gore uzayda taniml
herhangi bir A vektoriinii birim vektorler cinsinden

ty
A=Ai+AJ+Ak

seklinde tanimlayabiliriz.
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